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ЗАКОНЫ НЬЮТОНОВСКОЙ ДИНАМИКИ. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ ЗАДАЧ И 
МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ 
 
ПЕРВЫЙ ЗАКОН НЬЮТОНА. В кинематике при описании движения те-
ла нет принципиального различия между различными системами отсчета, не 
важно, какая выбрана система координат и к какому телу отсчета она привя-
зана. От выбора системы отсчета зависит лишь, будут ли кинематические урав-
нения движения более простыми или сложными. 
В динамике, где учитывается причинно-следственная связь между уско-
рением тела и воздействием на данное тело окружающих тел, равноправие раз-
личных систем отсчета нарушается. 
В общем случае ускорение тела определяется как воздействием на это те-
ло других тел, так и свойствами системы отсчета. Следовательно, законы ме-
ханики наиболее просты в таких системах отсчета, в которых ускорение тела 
обусловлено только воздействием других тел. Изолированная материальная 
точка, не подверженная действию других тел, движется в такой системе 
отсчета прямолинейно и равномерно. Такую систему отсчета называют 
инерциальной. Утверждение о существовании таких систем отсчета составляет 
сущность первого закона механики — закона инерции Галилея – Ньютона. 
ВТОРОЙ ЗАКОН НЬЮТОНА. Важнейшим понятием динамики является 
понятие импульса. Импульсом pG  материальной точки называется произведение 
массы материальной точки на вектор скорости ее движения: 
vp m=G G . 
Если материальная точка не взаимодействует с другими телами и совер-
шает свободное движение, то ее импульс сохраняется, т. е. p const=G   или 
0dp
dt
=
G
. В противном случае импульс материальной точки меняется со време-
нем и производная dp
dt
G
 уже не равна нулю. Вместо нуля справа должна стоять 
векторная величина (т. к. dp
dt
G
 – вектор), характеризующая взаимодействие дан-
ного тела с другими телами. Эта величина носит название силы. 
Производная от импульса материальной точки по времени равна дей-
ствующей на точку результирующей силе: 
dp F
dt
=
G G
. 
Масса тела при больших скоростях движения с увеличением скорости 
увеличивается. Однако при скоростях движения значительно меньше скорости 
света, массу тела можно считать постоянной. Отсюда 
( v) vdp d m md ma
dt dt dt
= = =
G G G G . 
Второй закон Ньютона в этом случае формулируют обычно так: 
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Произведение массы материальной  точки на ее ускорение равно дей-
ствующей на нее силе 
ma F= GG . 
ТРЕТИЙ ЗАКОН НЬЮТОНА 
Силы, с которыми две материальные точки действуют друг на друга, 
всегда равны по модулю и направлены в противоположные стороны вдоль 
прямой, соединяющей эти точки 
12 21F F= −
G G
. 
Силы приложены  к  разным телам – уравновешивать друг друга они не 
могут. 
Третий закон Ньютона, вообще-то говоря, вытекает из требования сохра-
нения суммы импульсов взаимодействующих тел, если нет других внешних 
сил. 
МАССА. Как видно из второго закона Ньютона, масса характеризует 
инертность тела, т. е. способность тела сохранять свое прямолинейное равно-
мерное движение. С увеличением скорости масса растет (растет способность 
тела сохранять свою скорость, труднее становится ускорить данное тело): 
0
2
2
v1
mm
c
=
−
, 
где m0 – масса тела при нулевой скорости, v – скорость тела, с – скорость света 
( 83 10c = ⋅ м/с). 
При v << c массу тела можно считать постоянной величиной. 
 
ВИДЫ  ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ  В  ПРИРОДЕ 
 
Все виды взаимодействий в природе сводятся к четырем взаимодейст-
виям: гравитационному, электромагнитному, сильному и слабому. (Строго го-
воря, насчитывается всего три различных вида фундаментальных взаимодейст-
вий, так как электромагнитное и слабое взаимодействия, как выяснилось, име-
ют одинаковую природу.) 
Гравитационное взаимодействие. Это наиболее универсальное взаимо-
действие, заключающееся в притяжении всех тел друг к другу. Гравитация дей-
ствует на заряженные и незаряженные тела, на гигантские звезды и на отдель-
ные атомы или электроны. Гравитационное взаимодействие осуществляется че-
рез создаваемое массами всех тел гравитационное поле (одно тело создает поле 
и это поле действует на другое тело). 
Электромагнитное взаимодействие. Неподвижные электрические за-
ряды создают электрическое поле, а движущиеся заряды – электромагнитное. 
Это электромагнитное поле в свою очередь действует на другие заряды. Элек-
тромагнитное взаимодействие лежит в основе строения атомов и молекул 
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(взаимодействие ядер и электронов). Оно обуславливает взаимодействие ато-
мов и молекул (“межмолекулярные силы”), существование кристаллов и жид-
костей, химических сил связи. 
“Контактные” механические силы, возникающие при ударе тел или при 
трении их друг о друга, тоже электромагнитного происхождения (электронные 
оболочки атомов соприкасающихся тел взаимодействуют при сближении). Си-
лы упругости, возникающие при деформации пружины, обусловлены взаи-
модействием между атомами вещества, из которого состоит пружина. Это 
взаимодействие тоже электромагнитного происхождения. Можно сказать, что в 
обыденной жизни мы сталкиваемся почти всегда только с электромагнитным и 
гравитационным взаимодействиями. 
Сильное взаимодействие. Так называется взаимодействие между нукло-
нами (протонами и нейтронами), входящими в состав атомного ядра, обуслав-
ливающее существование ядер. 
Слабое взаимодействие. Это более сложное взаимодействие. К нему, на-
пример, относится весьма слабое взаимодействие нейтрино с веществом. 
 
СИЛЫ В МЕХАНИКЕ 
 
Силы, рассматриваемые в механике, связаны только с гравитационным и 
электромагнитным взаимодействиями. Сильное и слабое взаимодействия про-
являются лишь на таких расстояниях (~10-14м), когда классическая механика и 
понятие механической силы теряет смысл. 
Несмотря на то, что гравитационное и электромагнитное взаимодействия 
лежат в основе всех механических явлений, анализ этих явлений оказывается, в 
общем случае, весьма сложным. Поэтому удобно для упрощения математиче-
ских расчетов использовать приближенные силы, которые, в принципе, могут 
быть получены из фундаментальных сил. К ним относятся сила трения, сила 
упругости, сила натяжения нити, сила тяжести и т. д. 
ГРАВИТАЦИОННЫЕ СИЛЫ.  Согласно закону всемирного тяготения 
Ньютона сила притяжения двух материальных точек пропорциональна 
произведению их масс и обратно пропорциональна квадрату расстояния 
между ними: 
1 2
2
m mF G
r
= , 
где  G — гравитационная постоянная. 
Фигурирующие здесь массы называются гравитационными массами, в 
отличие от инертной массы, входящей во второй закон Ньютона. Во втором за-
коне Ньютона масса выступает как мера инертности тела, в законе всемирного 
тяготения  масса – мера гравитационного действия. Принято считать (и это 
подтверждается экспериментально) эти массы равными друг другу. 
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СИЛА ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ДЕЙСТВИЯ связана с существованием осо-
бой физической характеристики тел — электрического заряда. По закону Ку-
лона сила взаимодействия двух точечных неподвижных зарядов пропорцио-
нальна произведению этих зарядов и обратно пропорциональна квадрату 
расстояния между ними: 
1 2
2
q qF k
r
= . 
Здесь  q1 , q2 — величины  взаимодействующих точечных зарядов, r — расстоя-
ние между ними, k — коэффициент пропорциональности, зависящий от выбора 
системы единиц. 
Следует отметить, что взаимодействие между движущимися зарядами 
становится более сложным. Появляется так называемая магнитная составляю-
щая взаимодействия между зарядами. При малых скоростях  (скоростях много 
меньше скорости света) магнитная составляющая ничтожно мала по сравнению 
с электрической составляющей общего взаимодействия между зарядами.  
СИЛА ТЯЖЕСТИ.  Так как перемещения тел вблизи поверхности Земли 
малы по сравнению с радиусом Земли, то расстояние от тела в любой точке 
траектории до центра Земли можно считать практически постоянным и равным 
радиусу Земли. Следовательно, на тело с массой  m  вблизи поверхности Земли 
будет действовать сила притяжения, равная  
2
mMF G
R
=  , 
где     M — масса Земли, R — радиус Земли. 
Постоянную величину равную  2
MG
R
 принято обозначать через g. Это 
есть ускорение  свободного  падения тела в поле тяготения Земли. Таким обра-
зом, 
2
Mg G
R
=       и       F mg= . 
Заметим, что в отличие от силы тяжести,   вес  тела  P — это сила, с кото-
рой тело действует на опору, неподвижную относительно данного тела. Напри-
мер, если тело с опорой неподвижны относительно Земли, то вес тела совпадает 
с силой тяжести, P mg=G G . Иными словами, сила, с которой тело давит на опору, 
численно  равна силе, с которой Земля притягивает тело. В случае же, когда те-
ло с опорой движется с ускорением  aG   относительно Земли, вес тела равен  
( )P m g a= −G G G . Например, человек вместе со стулом выпадает из окна двухсо-
того этажа. Во время полета он будет находиться в состоянии невесомости (и 
шока), так как его ускорение будет равно  gG  и, следовательно, вес равен нулю. 
УПРУГИЕ СИЛЫ. В результате деформации тела возникают упругие си-
лы, действующие на соприкасающееся с этим деформированным телом другое 
тело. Упругие силы представляют собой проявление электромагнитного взаи-
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модействия молекул, составляющих твердые, жидкие и газообразные тела. Си-
лы межмолекулярного взаимодействия быстро убывают с расстоянием  (радиус 
взаимодействия  ~  9 1010 10− −÷ м), поэтому с упругими силами взаимодействуют 
только непосредственно контактирующие между собой тела. 
При малых деформациях твердых тел между упругой силой  F  и величи-
ной  x,  характеризующей деформацию, существует простая зависимость  (за-
кон Гука) 
F = – k x, 
здесь  x  —  величина, характеризующая деформацию данного тела в конкрет-
ном случае. Это может  быть изменение длины тела  l∆ , изменение его объема  
V∆ , изменение угла  α  между прямыми, проходящими через точки тела и т. д. 
Коэффициент пропорциональности зависит от свойств деформированного тела  
(его размеров, формы, вещества, из которого изготовлено данное тело); от вида 
деформации  (растяжение, сжатие, изгиб, кручение); выбора величин, характе-
ризующих деформацию; температуры. 
В задачах, как правило, рассматривается упругая деформация сжатия  
(растяжения)  стержня или пружины. 
СИЛА ТРЕНИЯ. Силы трения действуют вдоль поверхности тел при их 
непосредственном соприкосновении друг с другом. Главной особенностью сил 
трения является то, что они, в отличие от гравитационных сил и сил упругости, 
зависят от относительной скорости движения соприкасающихся тел, возрастая, 
как правило, с увеличением скорости. Силы трения, как и упругие силы, в ко-
нечном счете, есть проявление электромагнитного взаимодействия между час-
тицами, входящими в состав молекул. 
Для взаимодействующих соприкасающихся твердых тел различают три 
вида сил трения: сила трения покоя, сила трения скольжения и сила трения ка-
чения. 
СИЛА ТРЕНИЯ ПОКОЯ. Сила трения, которая возникает между со-
прикасающимися покоящимися относительно друг друга твердыми те-
лами, называется силой трения покоя. Сила трения покоя равна по величине 
и противоположна по направлению той внешней силе, которая стремится вы-
звать скольжение одного тела по поверхности другого. Она возрастает с увели-
чением силы нормального давления и не зависит от площади соприкасающихся 
поверхностей. Увеличение силы трения покоя может происходить только до 
некоторого определенного, в разных случаях разного, предела. Если величина 
приложенной силы F
G
 превзойдет этот предел, тело придет в движение. Наи-
большая сила трения покоя (тело находится на грани скольжения) прямо про-
порциональна силе нормального давления 
. . .тр мах н дF Fµ′= . 
Постоянная µ′называется коэффициентом трения покоя. Коэффициент 
трения µ′не является строго постоянной величиной. Он зависит от вещества 
соприкасающихся тел и состояния их поверхностей. 
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При физическом анализе задачи, как правило, рассматривают силы, непо-
средственно приложенные к данному телу. Поэтому удобнее при расчете мак-
симальной силы трения покоя иметь дело не с силой нормального давления Fн.д. 
данного тела на поверхность скольжения (опоры), а с силой реакции опоры N
G
, 
приложенной к данному телу со стороны поверхности скольжения. По третьему 
закону Ньютона эти силы равны по величине и противоположны по направле-
нию 
. .н дF N= −
G G
, 
поэтому лучше рассчитывать максимальную силу трения покоя по формуле 
.тр махF Nµ′= . 
СИЛА ТРЕНИЯ СКОЛЬЖЕНИЯ. Сила, которая возникает между со-
прикасающимися движущимися друг  относительно друга телами, называ-
ется силой трения скольжения. Сила трения скольжения меньше максималь-
ной силы трения покоя. Она зависит от качества и рода трущихся поверхностей, 
а также от скорости перемещения одного тела относительно другого. Однако 
при небольших скоростях сила трения скольжения практически не зависит от 
скорости. Сила трения скольжения, так же как и максимальная сила трения по-
коя, пропорциональна силе нормального давления и не зависит от площади со-
прикасающихся поверхностей: 
.трF Nµ= , 
здесь µ– коэффициент трения скольжения. В задачах, как правило, предполага-
ется равенство µ и µ'. 
СИЛА ТРЕНИЯ КАЧЕНИЯ. Сила, действующая со стороны опоры на ка-
тящееся по ней тело, называется силой трения качения. Сила трения качения 
много меньше силы трения скольжения, и в задачах, как правило, ею пренебре-
гают. 
ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ.  Задачи по динамике ма-
териальной точки можно разделить на две группы: задачи, где силы, дейст-
вующие на материальную точку, остаются в процессе движения постоянными, 
и задачи, где силы, действующие на материальную точку, изменяются в про-
цессе движения.  
Общий подход к решению задач для обеих групп одинаков, однако вторая 
группа задач, как правило, вызывает некоторые затруднения у большинства 
студентов. Это вызвано тем обстоятельством, что для описания движения тел 
приходиться решать дифференциальные уравнения, следующие из второго за-
кона Ньютона. В пособии в основном используется один из простейших прие-
мов решения дифференциальных уравнений – метод разделения переменных. 
Некоторые методические рекомендации по применению данного метода приве-
дены в пособии по методике решения задач по кинематике материальной точки.  
Рекомендуемая схема решения задач по динамике материальной точки 
следующая: 
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1. Внимательно изучить условие задачи и сделать предварительный физиче-
ский анализ: выяснить, каким законам подчиняется описываемый в зада-
че физический процесс; какие силы действуют на интересующие нас тела; 
проанализировать характер, происхождение и направление этих сил. 
Особое внимание следует уделить анализу взаимодействия каждого тела 
с другими телами (часто “забывают” третий закон Ньютона). Выписать и 
осмыслить данные и искомые величины. 
2. Сделать схематический чертеж. Указать на нем все силы, действующие 
на каждое тело, а также ускорения и скорости. 
3. Для каждого тела записать уравнение движения вначале в векторной 
форме, а только затем перейти к скалярному виду. Систему координат, 
применяемую для проектирования векторных уравнений, не следует 
смешивать с системой отсчета, в которой определяются ускорение и ско-
рость тела. Следует отметить, что законы Ньютона справедливы только в 
инерциальных системах отсчета. В неинерциальных системах отсчета в 
уравнении движения появляются силы инерции. 
4. Проанализировать характер кинематических связей между телами. При 
необходимости составить уравнения кинематических связей.  
5. Провести анализ полученных уравнений: составляют ли они полную сис-
тему уравнений, достаточных для нахождения всех неизвестных величин. 
В противном случае необходимо найти недостающие уравнения. Это мо-
гут быть конкретные условия задачи, кинематические уравнения связей и 
т. д. 
6. Аналитически решить полученную систему уравнений. 
7. Согласовать единицы измерений всех величин и рассчитать численные 
значения всех неизвестных величин. 
 
 
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
 
ЗАДАЧА 1.  На поверхности идеально гладкого стола находятся два 
бруска, массы которых m1 и m2, связанные невесомой нерастяжимой ни-
тью. На первый брусок действует параллельно поверхности постоянная по 
величине сила F. Найти ускорение брусков и силу натяжения нити. 
 
АНАЛИЗ 
Рассмотрим  силы, дейст-
вующие на каждое тело. На первое 
тело действуют:  внешняя сила F
G
, 
сила тяжести  mgG  (эта сила связана 
с гравитационным взаимодействием 
данного тела с Землей),  сила  реак-
2m g
G
 
1N
G
 2N
G
 
2T
G
 F
G
x
1T
G
 
1m g
G
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ции  опоры  1N
G
 (сила возникла в результате упругого взаимодействия первого 
тела со столом; сила направлена перпендикулярно поверхности стола вверх)  и 
сила натяжения нити  1T
G
 (сила возникла в результате деформации нити; нить 
можно рассматривать как пружину, которая одним концом, с силой  1T
G
, дейст-
вует на первое тело, другим концом, с силой 2T
G
, действует на второе тело). Сле-
довательно, для первого тела второй закон Ньютона имеет следующий вид: 
1 1 1 1 1m a F N m g T= + + +
G G GG G . 
На второе тело действуют три силы: сила тяжести 2m g
G , сила реакции 
опоры 2N
G
 и сила натяжения нити 2T
G
. Уравнение движения для этого тела запи-
шется в следующем виде:                                               
      2 2 2 2 2m a N m g T= + +
G GG G . 
Пока что этих двух уравнений недостаточно, т. к. они  не составляют 
замкнутую систему: число уравнений меньше числа неизвестных. Рассмотрим 
еще одно тело, которое участвует в движении — нить. По условию задачи нить 
невесомая и нерастяжимая. Из условия нерастяжимости нити следует, что оба 
бруска движутся как единое целое. Иначе говоря, и скорости и ускорения тел в 
любой момент времени равны: 
1 2a a a= =G G G . 
Теперь посмотрим, что следует из невесомости нити. Для этого рассмот-
рим элемент нити длиной  l∆ . Так как нить неве-
сомая, то на элемент нити действуют только две 
силы  – 1f
G
  и  2f
G
 со стороны соседних элементов 
нити  (сила тяжести  0mg∆ = ). Поэтому второй 
закон Ньютона для этого элемента нити будет 
выглядеть так: 
1 2ma f f∆ = +
G GG . 
Но если  0m∆ = , то  1 2f f= −
G G
. Таким образом, из условия невесомости нити 
следует, что сила натяжения нити остается постоянной вдоль нити. С учетом 
третьего закона Ньютона очевидно, что   1 2 1 2f f T T T= = = = .   
Вот теперь имеем замкнутую систему уравнений. 
РЕШЕНИЕ 
Спроектируем векторные уравнения движения обоих тел на ось X. Учиты-
вая равенство сил натяжения нити и ускорения тел, получаем систему двух 
уравнений с двумя неизвестными: 
1
2
m a F T
m a T
= −⎧⎨ =⎩
. 
Откуда: 
∆l 
1f
G
 2f
G
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1 2
Fa
m m
= +   ,                                 
2
1 2
FmT
m m
= + . 
 
ЗАДАЧА 2.  На поверхности идеально гладкого стола находятся два 
бруска, массы которых  m1  и  m2 , связанные между собой однородной не-
растяжимой нитью массы  m  длиной  l. На первый брусок действует парал-
лельно поверхности постоянная по величине сила F. Найти: 1) ускорение 
грузов,  2) силу натяжения нити как функцию расстояния  x  от второго бру-
ска. Провисанием нити пренебречь.  
 
                  АНАЛИЗ                               
В отличие от предыдущей 
задачи, теперь  нужно принять во 
внимание все три тела: оба бруска 
и нить. Массой нити уже нельзя 
пренебречь. А это обстоятельство 
приводит к следующим результа-
там:   
а) силы, действующие на нить со 
стороны брусков, по модулю не равны друг другу:   
 (очевидно, что для того чтобы нить массой  m  двигалась с ускорением  aG , необ-
ходимо, чтобы  выполнялось условие  1 2T T≠
G G
); 
б) сила натяжения нити меняется вдоль нити 
 (здесь  m∆  – элемент нити; очевидно, что  1 2x xT T≠
G G
). 
Запишем уравнения движения для всех тел, входящих в систему. Для бру-
сков второй закон Ньютона будет иметь следующий вид: 
1 1 1 1
2 2 2 2
m a F N m g T
m a T N m g
= + + +
= + +
G G GG G
G GG G . 
Из условия нерастяжимости нити следует, что ускорения всех тел одинаковы. 
Так как по условию задачи необходимо найти  силу натяжения нити на расстоя-
нии  x  от второго бруска, то удобно рассматривать нить как состоящую как бы 
x
2N
G
 1N
G
 
F
G
1T
G
 2T
G
 
2m g
G
 1m g
G
1xT
G
 2xT
G
 1 2x xma T T mg∆ = + + ∆
G GG G
1T
G
2T
G
 
1 2ma T T= +
G GG
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из двух частей: длиной  x  и длиной  (l – x). Силы, действующие на эти две части 
нити вдоль горизонтальной оси, показаны на рисунке. 
 
Массы этих двух частей нити соответственно равны:  m x
l
  и  ( )m l x
l
− . 
Для каждого из этих кусков нити теперь напишем уравнение движения:  
                                       
2
1
,
( ) ( ) .
x
x
m mxa T T xg
l l
m ml x a T T l x g
l l
= + +
′− = + + −
G GG G
G GG G  
Учтем, что, согласно третьему закону Ньютона, силы, с которыми взаи-
модействуют между собой обе части нити, равны между собой по модулю  
x xT T ′=
G G
. 
                              
                                                РЕШЕНИЕ 
Проектируя уравнения движения на ось  OX, получим: 
                                     
                                        
1 1
2 2
2
1( ) .
x
x
m a F T
m a T
m xa T T
l
m l x a T T
l
= −⎧⎪ =⎪⎪⎨ = −⎪⎪ − = −⎪⎩
 
Число уравнений в системе равно четырем. Число неизвестных ( )1 2,  ,  ,  xa T T T  также равно четырем. Следовательно, система уравнений полная 
– все неизвестные можно найти. 
Суммируя уравнения, найдем ускорение системы: 
 
xT
G
2T
G
 
l
x  
1T
G
l x−
xT ′
G
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1 2
Fa
m m m
= + +  . 
Подставляя выражение для ускорения в соответствующие уравнения, 
получим: 
                                         
( )2
1
1 2
2
2
1 2
2
1 2
;
;
.x
F m m
T
m m m
FmT
m m m
mF x m
lT
m m m
+= + +
= + +
⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠= + +
 
Как видно, сила натяжения вдоль нити меняется по линейному закону. 
 
ЗАДАЧА 3.  Тело скользит вниз по плоскости, наклоненной к гори-
зонтали под углом  α , с постоянной скоростью. Затем оно получает толчок 
вверх вдоль той же плоскости при начальной скорости 0v . На какое рас-
стояние  s  тело продвинется кверху перед тем, как остановится? Начнет 
ли оно скользить обратно вниз?  
  АНАЛИЗ                                           
Рассмотрим силы, действующие на 
тело при его движении вверх. Как видно 
из рисунка, на тело действуют сила тяже-
сти  mgG   (связанная с гравитационным 
взаимодействием тела с Землей), сила ре-
акции опоры  N
G
 (связанная с нормальной 
составляющей упругого   взаимодействия 
между телом и наклонной плоскостью) и 
сила трения скольжения  трF
G
 (связанная с 
касательной составляющей силы, действующей со стороны плоскости на тело). 
Векторная сумма этих сил, согласно второму закону Ньютона, определяет ус-
корение тела, которое в данном случае направлено вниз по склону (тело должно 
остановиться): 
трma mg N F= + +
G GG G . 
Во время движения тела вверх направление и величина сил, действующих 
на тело, не меняются. Следовательно, ускорение тела остается постоянным и по 
направлению и по величине вплоть до остановки тела. Т. е. движение тела на 
этом участке пути является равноускоренным  и прямолинейным. 
Пройденное расстояние можно определить, воспользовавшись кинемати-
ческими уравнениями движения  (либо используя закон сохранения энергии). 
α  mg
G
 
N
G
 
трF
G
 
0v  
aG  
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Тело будем считать материальной точ-
кой. Координатную ось удобно напра-
вить вверх вдоль плоскости по направ-
лению начальной скорости 0v . Начало 
координат совместим с точкой начала 
движения вверх.  
Кинематические уравнения дви-
жения в общем случае имеют следующий вид (см. задачи по кинематике мате-
риальной точки): 
2
0 0x
0
v
2
v v
x
kx x
a tx x t
a t
⎧ = + +⎪⎨⎪ = +⎩
, 
где  x   — текущая координата тела в момент времени  t, 0x  — координата тела 
в начальный момент времени  t = 0, 0v x — проекция скорости тела в начальный 
момент времени на ось OX, vkx — проекция скорости тела в текущий  момент 
времени на ось OX. 
Если отсчитывать время с начала движения тела вверх, то для нашей за-
дачи граничные условия имеют следующий вид: 
0 0x = , x s= , 0 0v vx = , v 0kx = , 0t t=  – время движения тела вверх до оста-
новки. 
После подстановки система уравнений приобретает следующий вид: 
2
0
0 0
0 0
v
2
0 v
ats t
at
⎧ = −⎪⎨⎪ = −⎩
. 
К сожалению, из этой системы уравнений пройденное расстояние опре-
делить нельзя (система уравнений не замкнута — два уравнения, три неизвест-
ных). Добавим еще одно уравнение. Для этого спроектируем на ось OX полу-
ченное ранее на основании второго закона Ньютона векторное уравнение дви-
жения: 
sin трma mg Fα= + . 
Но, к сожалению, вместе с новым 
уравнением добавились и два новых неиз-
вестных: сила трения скольжения трF  и 
масса тела m. Вернемся к условию задачи. 
Первоначально, до получения толчка вверх, 
тело скользило вниз с постоянной скоро-
стью. Из этого следует, что векторная сум-
ма сил, действующих на тело в этом случае, равна нулю: 
0трN F mg+ + =
G G G . 
x
α  
0v
G
aG  
 
y 
o 
α  mg
G
 
N
G
 
трF
G
 
0v
G
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Проектируя данное векторное уравнение на ось OX, получим четвертое 
уравнение: 
sin 0трmg Fα − = . 
Этих четырех уравнений достаточно для нахождения пройденного рас-
стояния s. Неизвестная масса  m  в процессе решения двух последних уравне-
ний сократится. 
                                              РЕШЕНИЕ 
Составим систему из четырех уравнений, найденных ранее:  
2
0
0 0
0 0
v
2
0 v
sin
0 sin
тр
тр
ats t
at
ma mg F
mg F
α
α
⎧ = −⎪⎪⎪ = −⎨⎪ = +⎪ = −⎪⎩
. 
Совместно решая два последних уравнения, определим ускорение тела: 
2 sina g α= . 
Подставляя полученное выражение для ускорения тела в первые два 
уравнения системы и решая их совместно, определим  s: 
2
0v
4 sin
s
g α= . 
Остановится ли тело после того, как скорость станет равной нулю? По-
пробуем ответить на этот вопрос. При движении тела вверх на тело действова-
ли две силы, направленные вдоль плоскости и замедляющие движение: состав-
ляющая силы тяжести sinmg α  и сила трения скольжения. В то мгновение, ко-
гда скорость тела стала равной нулю, сила трения скольжения практически 
мгновенно изменила свое направление на противоположное. Это произошло 
следующим образом. Вначале сила трения скольжения стала равной нулю, т. к.  
тело остановилось. Но так как на тело по-прежнему действует составляющая 
силы тяжести sinmg α , то должна появиться сила трения покоя, уравновеши-
вающая эту составляющую силы тяжести и направленная в противоположную 
сторону. Видно, что сила трения покоя будет иметь максимальную величину, 
равную силе трения скольжения. А это означает, что при малейшей флуктуации 
тело начнет скользить вниз. 
 
ЗАДАЧА 4. На концах нерастяжимой нити, перекинутой через блок, 
висят два груза разной массы: 1m  и 2m . Определить ускорение грузов, на-
тяжение нити, силу давления на ось блока. Блок и нить считать невесо-
мыми, трением в блоке пренебречь. 
                                           
АНАЛИЗ 
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 Для определенности предположим, что  1 2m m> ; тогда понятно направ-
ление ускорений  грузов: ускорение груза  1m  направлено вниз, а ускорение 
груза  2m – вверх.  
Второй закон Ньютона для каждого груза может быть записан следую-
щим образом: 
1 1 1 1
2 2 2 2
m a m g T
m a m g T
⎧ = +⎪⎨ = +⎪⎩
GG G
GG G , 
где  1T
G
 и  2T
G
 — силы 
натяжения нити, дейст-
вующие на первое и 
второе тело, соответст-
венно. 
Если не учиты-
вать растяжение нити, 
можно считать, что аб-
солютные значения ус-
корений грузов оди-
наковы ( 1 2a a a= =G G ). 
Это, в общем-то оче-
видное утверждение для данной задачи, легко можно доказать. Введем ось 0Y 
(см. рисунок). Тогда из условия нерастяжимости нити следует 
q q
1 0 2 0y y y y const− + − = , 
  здесь, y1, y2 – координаты грузов. 
При движении грузов относительно блока координаты грузов изменятся, 
но условие постоянства длины нити позволяют утверждать, что 
1 2
1 2
0,
0,
y y
y y
+ =
+ =
 
   
  где  
           1 1yy a= ; 2 2 yy a= , 
(точка обозначает производную по времени), 1ya , 2 ya – проекции ускорений 
грузов на ось 0y. Следовательно, 
1 2y ya a= − , 
т. е. ускорения грузов равны по абсолютной величине и противоположны по 
направлению. 
Следует отметить, что условие нерастяжимости нити позволяет получить 
уравнение, связывающее ускорения различных тел в сложных системах из гру-
зов и блоков, где не всегда очевидны как направления движения тел, так и со-
отношения между проекциями ускорений тел.  
2T
G
1T
G
 
1m  2m  
A  
B  D  
C  
1m g
G
 2m g
G
 
1m 2m
0y  
1y 2y
y  
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Невесомость нити позволяет утверждать, что на уча-
стках  AB  и  CD  силы натяжения постоянны вдоль  
нити и, соответственно, равны  1T   и  2T . Из условия 
невесомости блока следует, что сила натяжения нити 
по разные стороны блока одинакова. Это видно хотя 
бы из следующих соображений. Чтобы блок вращал-
ся ускоренно, необходимо, чтобы суммарный мо-
мент сил относительно горизонтальной оси  враще-
ния блока был не равен нулю, т. е.  1 2T R T R≠   (R – 
радиус блока). Если же блок невесом, то он может 
вращаться ускоренно и под действием суммарного момента сил равного нулю. 
Отсюда следует, что в нашем случае  1 2T T T= =
G G
. 
Учет этих двух условий позволяет после приведения к скалярному виду 
системы векторных уравнений движения грузов определить ускорение грузов и 
силу натяжения нити.  Однако, по условию задачи необходимо еще найти силу 
давления блока на ось.   
Рассмотрим силы, действующие на блок. Со стороны нитей на блок дей-
ствуют силы натяжения нитей  2T
G
, со стороны оси блока – сила реакции опоры 
N
G
. Центр масс блока неподвижен, следовательно, векторная сумма сил, дейст-
вующих на блок, равна нулю: 
     2 0T N+ =G G . 
Здесь учтено, что масса блока равна нулю.  Теперь легко можно определить си-
лу реакции опоры оси блока. Согласно третьему закону Ньютона, сила реакции 
опоры  N
G
 равна по модулю силе давления блока на ось  F
G
. 
 
РЕШЕНИЕ 
 
Спроектируем систему векторных уравнений движения грузов на ось, на-
правленную вертикально вниз  (по направлению движения первого груза). По-
лучим: 
1 1
2 2
m a m g T
m a m g T
= −⎧⎨− = −⎩
. 
(Заметим: положительное направление оси можно выбирать для каждого из 
рассматриваемых тел системы разное.  Его удобно выбирать в направлении век-
тора ускорения тел.)  
Теперь добавим к этой системе уравнений переписанное в скалярном ви-
де векторное уравнение равенства сил, действующих на блок. 
1 1
2 2
2
m a m g T
m a T m g
N T
= −⎧⎪ = −⎨⎪ =⎩
. 
Решая совместно первые два уравнения системы, получим: 
T
G
T
G
 
N
G
 
R  
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                                                   1 2
1 2
( )m ma g
m m
−= + , 
                                                   1 2
1 2
2m mT g
m m
= + . 
Из третьего уравнения получим: 
                                        1 2
1 2
4m mN g
m m
= +  ,          N F= . 
Интересно отметить, что полученное значение силы давления на ось бло-
ка меньше суммарной силы тяжести обоих грузов:  
                 
2
1 2 1 2
1 2 1 2
1 2 1 2
4 ( )( ) ( ) m m m mm m g F m m g g g
m m m m
−+ − = + − =+ + .       
В случае  1 2m m=   грузы будут находиться в состояния покоя или равно-
мерного движения. Сила давления на ось блока в этом случае будет равна сум-
марной силе тяжести обоих грузов.   
 
ЗАДАЧА 5. Через неподвижный невесомый блок перекинута нерас-
тяжимая невесомая нить. К концам нити привязаны грузы   1M  и  2M . На 
груз  2M  кладут перегрузок массы  m . Определить ускорение грузов, силу 
натяжения нити, силу давления перегрузка на груз 2M . 
 
АНАЛИЗ 
 
Прежде всего определим силы, под действием 
которых движутся тела. На груз  1M  действуют две 
силы: сила тяжести  1M g
G  и сила натяжения нити  1T
G
. 
На груз 2M  действуют три силы: сила тяжести  2M g
G , 
сила натяжения нити  2T
G
 и сила давления  N
G
 со сто-
роны перегрузка  m , направленная вниз. На перегру-
зок  m  действуют две силы:  сила тяжести  mgG  и си-
ла реакции опоры  N ′G  со стороны тела  2M . По 
третьему закону Ньютона силы  N
G
 и  N ′G  равны по 
величине  и направлены в противоположные сторо-
ны. 
Т. к. нить нерастяжима, то ускорения всех трех 
тел одинаковы по модулю. А так как блок невесо-
мый, то, как и в предыдущей задаче, силы   1T
G
 и  2T
G
 
по абсолютной величине равны друг другу. 
Уравнения движения этих тел будут иметь следующий вид: 
1T
G
 2T
G
 
1M g
G
 
mgG  
N ′G  
N
G
 
2M g
G
 
 19
1 1 1 1
2 2 2 2
3
M a M g T
M a M g T N
ma mg N
⎧ = +⎪ = + +⎨⎪ ′= +⎩
GG G
G GG G
GG G
. 
С учетом того, что ускорения всех трех тел одинаковы  ( )1 2 3a a a a= = =G G G   
и силы натяжения нити, действующие на грузы  1M  и  2M , равны между собой  ( )1 2T T T= =G G , система из трех уравнений будет содержать только три неизвест-
ных: a , T , N .  Следовательно, система уравнений полная и можно определить 
все неизвестные. 
 
                                             РЕШЕНИЕ 
 
Предположим, что тело  2M  движется вниз. Спроектируем систему век-
торных уравнений на ось, положительное направление которой совпадает с на-
правлением ускорения тела  2M : 
1 1
2 2
M a T M g
M a M g N T
ma mg N
= −⎧⎪ = + −⎨⎪ = −⎩
. 
Решая систему уравнений, получим: 
2 1
1 2
,M M ma g
M M m
− += + +    
( )1 2
1 2
2M M m
T g
M M m
+= + + ,   
1
1 2
2M mN g
M M m
= + + . 
Рассмотрим некоторые частные случаи: 
1) 0m =  
2 1
1 2
,M Ma g
M M
−= +            
1 2
1 2
2 ,M MT g
M M
= +           0N = ; 
2) 1 2M M M= =  
,
2
ma g
M m
= +               
( )2 ,
2
M M m
T g
M m
+= +   
2
2
MmN g
M m
= + ; 
3) 1 0M =   (т. е. свободное падение груза  2M  и перегрузка  m ) 
                  ,a g=                              0,T =                            0N = ; 
4)      1M →∞    (т. е.  1 2 ,M M m>> ) 
                   ,a g= −                            ( )22 ,T M m g= +         2N mg=  
   (т.е. свободное падение груза 1M , груз 2M  движется вверх с ускорением g ); 
5)    2M →∞    (т. е.  2 1,M M m>> ) 
                    a g= ,                                 12 ,T M g=                    0N = ; 
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6)    m →∞      (т. е.   1 2,m M M>> ) 
                    ,a g=                                  12 ,T M g=                     12N M g= . 
 
ЗАДАЧА 6.  Система блоков с грузами состоит из блока с неподвиж-
ной осью и блока с подвижной осью. Через блоки перекинута нерастяжи-
мая нить, на одном конце которой подвешен груз  массой 1m , а  второй ко-
нец закреплен. К оси подвижного блока подвешен груз массой 2m . Участки 
нити, не лежащие на блоках, вертикальны. Определить ускорение каждого 
из грузов и силу натяжения нитей, если массой блоков и нитей, а также 
трением  в осях блоков пренебречь. 
  
АНАЛИЗ 
Рассмотрим силы, действующие на 
грузы  массой 1m  и  2m . На груз  массой 
1m  действуют сила тяжести 1m g
G  и сила на-
тяжения нити  1T
G
. На груз массой  2m  дей-
ствуют сила тяжести  2m g
G  и сила натяже-
ния нити  F
G
. Следовательно, для этих 
двух тел можно записать следующие урав-
нения движения: 
1 1 1 1
2 2 2 2
m a m g T
m a m g F
⎧ = +⎪⎨ = +⎪⎩
GG G
GG G . 
Проектируя оба уравнения на верти-
кальное направление, запишем их в ска-
лярном виде: 
1 1 1 1
2 2 2
m a m g T
m a m g F
= −⎧⎨ = −⎩
. 
(Обратите внимание: проекции ускорений 
грузов ( 1a  и 2a ) в данной системе уравне-
ний имеют одинаковый знак. Очевидно ведь, что грузы движутся в разные сто-
роны. Но это будет учтено в дополнительном соотношении, связывающем ус-
корения грузов. Оно будет получено из условия нерастяжимости нити чуть поз-
же.) 
Полученная система двух уравнений содержит четыре неизвестных. Не-
обходимо добавить еще два уравнения. 
 Из условия задачи следует, что блок и нить невесомы. В этом случае (см. 
предыдущие задачи), сила натяжения нити вдоль одной и той же нити одинако-
ва. Следовательно, 
1 1 2 2 3 3T T T T T T T′ ′ ′= = = = = =
G G G G G G
, 
1T ′
G
 
1T
G
 
2T ′
G
 
2T
G
 
3T ′
G
 
3T
G
 
F ′G  
F
G
 
1m g
G
 
2m g
G
 
0 
y 
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F F F′ = =G G . 
Рассмотрим теперь силы, действующие на подвижный блок. Т. к. блок 
невесом, то суммарная сила, приложенная к нему, равна нулю: 
                              2 0бл бл блM a M g F T′= + − = ,     0блМ = . 
Отсюда следует, что   2T F ′= . 
Теперь найдем связь между ускорениями  1a  и  2a . Для этого воспользу-
емся условием постоянства длины нити: 
1 2 3 2 3y y y y y const− + − + =
 
. 
Отсюда следует: 
1 32 0,y y+ =   
1 32 0y y+ =  , 
где 
   
2
1 12
yy a
t
∂= =∂ ,  
2
3 22
yy a
t
∂= =∂ . 
Следовательно, 
                1 22a a= −  , 
т. е. ускорения грузов противопо-
ложны по направлению, а по 
абсолютной величине  ускорение  1a
G  
в два раза больше ускорения  2a
G . Те-
перь можно приступить к решению 
задачи. 
 
 
РЕШЕНИЕ 
Запишем полную систему уравнений: 
1 1 1
2 2 2
1 2
2
2
m a m g T
m a m g F
T F
a a
= −⎧⎪ = −⎪⎨ =⎪⎪ = −⎩
. 
Решая совместно эти уравнения, получим: 
( )1 2
1
1 2
2 2
,
4
m m
a g
m m
−= +              
2 1
2
1 2
2 ,
4
m ma g
m m
−= +                  
1 2
1 2
3
4
m mT g
m m
= + . 
 
ЗАДАЧА 7. Найти ускорения тел,  массы которых равны 1m , 2m  и 3m , 
соответственно, и силы натяжения нитей в системе, изображенной на ри-
сунке. Массами нитей и блоков пренебречь, силы трения в осях блоков не 
учитывать. 
1y  
2y  
3y
1m  
2m
0 
y 
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АНАЛИЗ 
Расставим на рисунке силы, действующие на 
грузы и подвижный блок. Учтем  (см. предыдущие 
задачи), что сила натяжения нити, вследствие 
невесомости нити и блока, одна и та же вдоль нити. 
В частности,  на грузы 2m  и  3m  действует одна и та 
же по модулю сила натяжения нити 2T . Запишем 
основное уравнение динамики для всех грузов в век-
торной форме:       
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 2
m a m g T
m a m g T
m a m g T
⎧ = +⎪ = +⎨⎪ = +⎩
GG G
GG G
GG G
. 
Эти уравнения содержат пять неизвестных: 1a
G , 
2a
G , 3aG , 1T
G
 и  2T
G
. Если учесть невесомость подвижно-
го блока, то легко получить четвертое уравнение 
(см. предыдущую задачу): 
2 12T T= . 
Для составления пятого уравнения воспользуемся условием постоянства 
длин обоих нитей: 
1 5 4 5 1
2 4 3 4 2
y y y y const
y y y y const
⎧ − + − = =⎪⎨⎪ − + − = =⎩
 
A
 
A
. 
После двукратного дифференцирования по вре-
мени получим: 
     
 1 4
2 3 4
0
2 0
y y
y y y
+ =⎧⎨ + − =⎩
 
   . 
                             Или              
2 3 12 0y y y+ + =   . 
Учитывая, что  
1 1,y a=    2 2y a= ,    3 3y a= , 
получим:  
1 2 32 0a a a+ + = . 
 
 
РЕШЕНИЕ 
Таким образом, полная система уравнений имеет следующий вид: 
1m g
G
 
2m g
G
 3
m gG  
1T
G
 
1T
G
 
2T
G
 2T
G
 
2T ′
G
 
2T ′
G
 
1y  
2y  
3y  
4y  
5y  
0 
y  
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1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 2
1 2
1 2 3
2
2 0
m a m g T
m a m g T
m a m g T
T T
a a a
= −⎧⎪ = −⎪⎪ = −⎨⎪ =⎪ + + =⎪⎩
 . 
Решая эту систему, получим: 
1 2 1 3 2 3
1
1 2 1 3 2 3
4
4
m m m m m ma g
m m m m m m
+ −= + + ; 
1 2 1 3 2 3
2
1 2 1 3 2 3
3 4
4
m m m m m ma g
m m m m m m
− += + + ; 
1 3 1 2 2 3
3
1 2 1 3 2 3
3 4
4
m m m m m ma g
m m m m m m
− += + + ; 
1 2 3
1
1 2 1 3 2 3
8
4
m m mT g
m m m m m m
= + + ; 
1 2 3
2
1 2 1 3 2 3
4
4
m m mT g
m m m m m m
= + + . 
 
 
ЗАДАЧА 8. В системе, изображенной на рисунке, массы тел равны  
0m , 1m , 2m , трения нет, массы блоков пренебрежимо малы. Найти ускоре-
ния тел.    
 
АНАЛИЗ 
Рассмотрим силы, действующие на 
каждое тело. На тело 0m  действуют силы: 
сила тяжести 0m g
G , связанная с гравитаци-
онным взаимодействием этого тела с Зем-
лей, сила реакции опоры N
G
, связанная с 
упругим взаимодействием этого тела с по-
верхностью стола, и сила натяжения нити 
1T
G
, действующая на это тело со стороны 
нити. На тело 1m  действуют две силы: сила 
тяжести 1m g
G  и сила натяжения нити 2T ′
G
. 
На тело 2m  действуют сила тяжести 2m g
G  и 
сила натяжения нити 3T ′
G
. Учтем  (см. пре-
дыдущие задачи), что сила натяжения ни-
ти, вследствие невесомости нити и блока, 
2m g
G
 
N
G
 
0m g
G
 
1T
G
 
1T ′
G
 
1m g
G
 
3T
G
 
3T ′
G2T ′
G
 
2T
G
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одна и та же вдоль нити. Поэтому силы натяжения нити, действующие на грузы 
1m  и 2m , по модулю одинаковы 2 2 3 3 2T T T T T′ ′= = = =
G G G G
. 
Эти же причины приводят к следующему соотношению между силами 
натяжения 1T  и 2T  (см. предыдущие задачи): 2 12T T= . 
Уравнения движения для этих тел будут иметь следующий вид: 
0 0 0 1
1 1 1 2
2 2 2 2
m a m g N T
m a m g T
m a m g T
⎧ = + +⎪⎪ = +⎨⎪ = +⎪⎩
G GG G
GG G
GG G
. 
Теперь получим соотношение ме-
жду ускорениями грузов. Для этого вос-
пользуемся условием постоянства длины 
нити, соединяющей грузы 1m  и 2m : 
1 0 2 0y y y y const− + − =
 
. 
После двукратного дифференциро-
вания по времени получим: 
1 2 02 0y y y+ − =   . 
Учтем, что: 
1 1y a= ,   2 2y a= ,   0 0y a=   ( 0y  – ус-
корение подвижного блока, которое рав-
но ускорению груза 0m ). 
                                             РЕШЕНИЕ 
   Спроектируем систему векторных уравнений движения тел на ось 0Y и 
перепишем в скалярном виде все полученные нами уравнения: 
0 0 1
1 1 1 2
2 2 2 2
1 2 0
1 2
2 0
2
m a T
m a m g T
m a m g T
a a a
T T
=⎧⎪ = −⎪⎪ = −⎨⎪ + − =⎪ =⎪⎩
. 
Имеем систему из пяти уравнений с пятью неизвестными. Система пол-
ная. Решая эту систему,  окончательно получим: 
( )1 20 1 2 0 1 2
4
4
m ma g
m m m m m
= + + ,                        
( )
( )1 2 0 1 21 1 2 0 1 2
4
4
m m m m m
a g
m m m m m
+ −= + + , 
( )
( )1 2 0 2 12 1 2 0 1 2
4
4
m m m m m
a g
m m m m m
+ −= + + . 
 
 
2m
0m  
1m  
2y
0y
1y
0 
y  
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ЗАДАЧА 9.   В установке, изображенной на рисунке, известны угол α   
и коэффициент трения  k  между телом 1m  и наклонной плоскостью. Массы 
блока и нити пренебрежительно малы, трения в блоке нет. Вначале оба те-
ла неподвижны. Найти отношение масс 2
1
m
m
, при  котором   тело 2m :            
а) начнет опускаться;  б) начнет подниматься;  в) будет оставаться в покое.  
 
                                                 АНАЛИЗ 
                                                                            
  Нас интересует движение двух 
тел, связанных невесомой нерастяжи-
мой нитью, переброшенной через неве-
сомый блок. Для этого рассмотрим си-
лы, действующие на эти тела. На тело 
2m  действуют  сила тяжести 2m g
G  и си-
ла натяжения нити T ′G . Так как нить и 
блок невесомы, то на тело 1m  действует 
такая же по модулю сила натяжения ни-
ти T
G
. Кроме нее на тело 1m  действуют 
сила тяжести 1m g
G , сила реакции опоры 
N
G
 и сила трения трF
G
. Направления действий всех сил, кроме силы трения, оче-
видны, и они не зависят от направления движения тел. Сила же трения всегда 
направлена против движения тела (в этом случае она называется силой трения 
скольжения), а если тело покоится, то против возможного движения тела (сила 
трения покоя). Т. е., в зависимости от направления движения тела 2m , сила тре-
ния будет иметь разное направление. В задаче заданы различные случаи дви-
жения тела 2m  и тем самым задано направление силы трения, действующей на 
тело 1m . 
                                           РЕШЕНИЕ 
Случай  а).  
Расставим на рисунке все силы, действующие на тела, учитывая, что груз 
2m  движется вниз. Уравнения дви-
жения тел будут иметь следующий 
вид: 
1 1 1
2 2 2
трm a m g T N F
m a m g T
⎧ = + + +⎪⎨ ′= +⎪⎩
G G GG G
GG G . 
Спроектируем векторное 
уравнение движения для первого 
тела на оси, параллельную и пер-
2m g
G
1m g
G
 
T ′G
T
G
 
N
G
 
α  
2m g
G
1m g
G
 
T ′G
T
G
 
N
G
 
α  
трF
G
 
x
y  a
G
0 
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пендикулярную наклонной плоскости. Векторное уравнение движения для вто-
рого тела спроектируем на вертикальную ось. Добавим к полученным уравне-
ниям выражение для силы трения скольжения: трF kN= . Учтем, что т. к. нить 
нерастяжимая, то ускорения обоих тел равны по модулю. Получим систему че-
тырех уравнений относительно шести неизвестных a , T , N , трF , 1m , 2m : 
1 1
1
2 2
sin
0 cos
тр
тр
m a T m g F
N m g
m a m g T
F kN
α
α
= − −⎧⎪ = −⎪⎨ = −⎪⎪ =⎩
. 
Т. к. система уравнений не полная, то определить все неизвестные невоз-
можно. Но выяснить, при каком отношении масс грузов тело 2m  будет опус-
каться,  можно. Найдем из системы уравнений ускорение a  грузов 1m  и 2m : 
( )2 1 1
1 2
sin cosga m m km
m m
α α= − −+ . 
Для того, чтобы тело 2m  двигалось вниз, необходимо, чтобы ускорение 
было положительным. Это условие будет выполняться только в том случае, ес-
ли выражение в скобках будет больше нуля: 
2 1 1sin cos 0m m kmα α− − > . 
Т. е. должно выполняться условие, что 
2
1
sin cosm k
m
α α> + . 
 
Случай  б).  
Здесь нам нужно определить 
отношение масс грузов 1m  и 2m , 
при котором груз 2m  начнет под-
ниматься. Рассмотрим силы, дейст-
вующие на тела. Направление и ве-
личина сил, связанных с гравита-
ционным взаимодействием и с уп-
ругим взаимодействием (сила на-
тяжения нити и реакция опоры по-
верхности клина), не изменились. Изменилось только направление силы тре-
ния. Учтем это обстоятельство при составлении уравнений движения. 
Проектируя векторные уравнения движения на те же направления, что и в 
предыдущем случае,  получим следующую систему уравнений: 
2m g
G
1m g
G
 
T ′G
T
G
 
N
G
 
α  
трF
G
 
x  
y  a
G
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1 1
1
2 2
sin
0 cos
тр
тр
m a m g T F
N m g
m a T m g
F kN
α
α
= − −⎧⎪ = −⎪⎨ = −⎪⎪ =⎩
. 
Решая эту систему уравнений относительно ускорения грузов, получим: 
( )1 1 2
1 2
sin cosga m km m
m m
α α= − −+ . 
Ускорение будет положительным, если выражение в скобках будет боль-
ше нуля: 
                                        1 1 2sin cos 0m km mα α− − > .       
Следовательно, груз 2m  будет подниматься вверх, если: 
2
1
sin cosm k
m
α α< − . 
Случай  в) 
Очевидно, что тело будет оставаться в покое в случае, если: 
2
1
sin cos sin cosmk k
m
α α α α− ≤ ≤ + . 
 
ЗАДАЧА 10.  Два груза с массами 1 2m кг=  и 2 4m кг=  связаны между 
собой нерастяжимой нитью, перекинутой через блок. Плоскости, на кото-
рых лежат грузы, составляют с горизонталью углы 030α =  и 045β = . Ко-
эффициент трения тел с наклонной плоскостью 0.2k = . Определить уско-
рение тел и силу натяжения нити. 
 
АНАЛИЗ 
Прежде чем составить систему векторных уравнений на основе второго 
закона Ньютона, необходимо провести анализ всех сил, действующих на каж-
дое тело. В данном случае нет проблем с силами тяжести, реакции опоры и на-
тяжения нити. Природа этих сил понятна, направления сил очевидны, к тому же 
они не зависят от направления перемещения  этих тел. Проблема с силами тре-
ния. Направление силы трения зависит от направления движения. Она направ-
лена в сторону, противоположную скорости тела; если же направление движе-
ния тел неизвестно, то нельзя указать заранее направление силы трения. Как 
известно, сила трения не может изменить направление движения на противопо-
ложное. Поэтому следует вначале определить направление движения нашей 
системы тел без учета сил трения. И, определив тем самым направление дейст-
вия сил трения, уже потом решать задачу с учетом их действия. 
 28
Рассмотрим 
силы, действующие 
на грузы, без учета 
сил трения. На груз 
1m  действуют сила 
тяжести 1m g
G , пер-
пендикулярная на-
клонной плоскости 
сила реакции опоры 
1N
G
 и сила натяжения 
нити T
G
.   На груз 2m  
действуют сила тяжести 2m g
G , сила реакции опоры 2N
G
 и сила натяжения нити 
T ′G .  Т. к. нить и блок невесомы, то силы натяжения нити, действующие на гру-
зы   1m  и 2m , равны по модулю.  
Запишем уравнения движения для обоих грузов: 
1 1 1 1
2 2 2 2
m a m g N T
m a m g N T
⎧ = + +⎪⎨ ′= + +⎪⎩
G GG G
G GG G . 
Из условия нерастяжимости нити следует, что ускорения обоих грузов 
равны по модулю. Вводя оси координат и заменяя векторные уравнения ска-
лярными равенствами, получим систему уравнений, решение которой позволит 
определить направление ускорений грузов. Поскольку начальная скорость тел 
была равна нулю, то ускорение тел по направлению совпадает с мгновенной 
скоростью тел. Следовательно, направление сил трения, действующих на гру-
зы, будет известно.  
После определения направления действия сил трения необходимо соста-
вить систему уравнений с учетом этих сил. Решать задачу следует в предполо-
жении, что действуют максимальные силы трения – силы трения скольжения. 
Необходимо помнить, что силы трения не могут изменить направление движе-
ния тел. Поэтому, если при решении системы уравнений после подстановки чи-
словых значений получится  отрицательное ускорение, это означает, что была 
завышена величина сил трения. То есть на грузы действуют силы трения покоя 
и система грузов неподвижна. 
РЕШЕНИЕ 
Заменим систему векторных уравнений, составленных без учета сил тре-
ния, скалярными, помня, что ускорения грузов равны по модулю, также равны 
по модулю и силы натяжения нити, действующие на грузы. 
1 1
2 2
sin
sin
m a T m g
m a m g T
α
β
= −⎧⎨ = −⎩
. 
1m g
G
 
2m g
G
α  β
1N
G
 
2N
G
T ′GTG
x
x  
y
y  
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После совместного решения системы, получим: 
2 1
1 2
sin sin 4 0,7071 2 0,5 9,8 0
4 2
m ma g
m m
β α− ⋅ − ⋅= = ⋅ >+ + . 
Проекция вектора ускорения на ось X положительна. Это значит, что тела 
движутся вправо. Расставим на рисунке теперь силы трения, действующие на 
тела. Составим систему векторных уравнений движения тел:  
 
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
тр
тр
m a m g T N F
m a m g T N F
⎧ = + + +⎪⎨ ′= + + +⎪⎩
G G GG G
G G GG . 
Спроектируем векторные уравнения на оси OX и OY. Добавим к этим 
уравнениям выражения для сил трения скольжения:   
1 1 1
2 2 2
1 1
2 2
1 1
2 2
sin
sin
0 cos
0 cos
.
тр
тр
тр
nh
m a T m g F
m a m g T F
N m g
N m g
F kN
F kN
α
β
α
β
= − −⎧⎪ = − −⎪⎪ = −⎪⎨ = −⎪⎪ =⎪ =⎪⎩
 
  
 Прежде всего, определим знак и величину ускорения. Решая совместно 
систему уравнений относительно ускорения, получим: ( ) ( )2 1
1 2
sin cos sin cosm k m k
a g
m m
β β α α− − += =+  
( ) ( )4 0,7071 0,2 0,7071 2 0,5 0,2 0,86609,8 0,15
2 4
⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅= ⋅ =+  м/с
2. 
  
Ускорение положительно. Следовательно, на тела действуют силы трения 
скольжения. Теперь можно определить и силу натяжения нити: 
( ) ( )1 2
1 2
sin sin cos cosm m gT k
m m
α β α β= ⋅ + + −⎡ ⎤⎣ ⎦+ ; 
( ) ( )2 4 9,8 0,5 0,7071 0,2 0,8660 0,7071 16,19
2 4
T ⋅ ⋅= + + − =⎡ ⎤⎣ ⎦+  Н. 
 
ЗАДАЧА  11.  Брусок массой 2 5 m кг=  может свободно скользить по 
горизонтальной поверхности без трения. На нем находится другой брусок 
1m g
G
 
2m g
G
α  β
1N
G
 
2N
G
T
G
T
G
x
x  
y
y  
2трF
G
1трF
G
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массой 1 1 m кг= . Коэффициент трения соприкасающихся поверхностей 
брусков 0,3k = . Определить максимальное значение силы maxF , приложен-
ной к нижнему бруску, при котором начнется соскальзывание верхнего 
бруска. 
 
АНАЛИЗ 
                                                                                                                   
Чтобы понять, почему и как пе-
ремещаются тела, проанализируем 
действующие на них силы. В резуль-
тате гравитационного взаимодействия 
на каждый брусок действует сила тя-
жести: 1m g
G  и 2m gG  соответственно. Со 
стороны горизонтальной поверхности 
на нижний брусок  действует сила ре-
акции опоры 2N
G
.  По условию задачи 
сила трения, связанная с касательным 
взаимодействием бруска 2m   с гори-
зонтальной поверхностью, отсутствует. Между брусками имеется взаимодейст-
вие. Силу взаимодействия удобно представить в виде векторной суммы  двух 
взаимоперпендикулярных сил: силы трения (касательной к поверхности сопри-
косновения) и силы реакции опоры или давления (перпендикулярной к поверх-
ности соприкосновения). Так, на верхнее тело 1m  со стороны нижнего тела 2m  
действуют: касательная  сила трения трF
G
 и  нормальная сила реакции опоры 1N
G
.  
Со стороны верхнего тела на нижнее действуют: сила трения трF ′
G
 и сила давле-
ния 1N ′
G
.  По третьему закону Ньютона силы взаимодействия между брусками 
равны по величине,  т. е.: тр трF F ′=  и 1 1N N ′= . 
Наличие взаимодействия между брусками (точнее, наличие силы трения) 
дает основание предполагать, что при  некоторых значениях внешней силы 
F
G
оба бруска движутся с одинаковым 
ускорением. Поэтому направление 
силы трения, приложенной к верх-
нему бруску, должно совпадать с на-
правлением внешней силы F
G
, при-
ложенной к нижнему бруску. По ме-
ре возрастания внешней силы F
G
 рас-
тет и сила трения. При этом относи-
тельная скорость брусков равна ну-
лю. Т. е. сила трения является силой 
трения покоя и может принимать 
любые значения от 0 до .max 1трF kN= . 
трF ′
G
 
трF
G
F
G
1m g
G
 
2m g
G
 1N ′
G
 
1N
G
 
2N
G
 
a  
FmaxF  
1 2a a=  
1a
2a  
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Ускорения обоих тел при этом равны:    
1 2a a=G G . 
Когда сила трения покоя достигает своего максимального предела 
.max 1трF kN= , она перестает быть силой трения покоя и становится силой трения 
скольжения. Относительная скорость перестает быть равной нулю. Дальнейший 
рост внешней силы приводит теперь к увеличению ускорения только нижнего 
бруска. Ускорение верхнего бруска остается неизменным. Наблюдается эффект 
выскальзывания нижнего бруска из-под верхнего бруска.   
 
                                            РЕШЕНИЕ 
         
Запишем уравнения движения для обоих тел: 
                                        1 1 1 1
2 2 2 1 2
тр
тр
m a m g N F
m a m g N F F N
⎧ = + +⎪⎨ ′ ′= + + + +⎪⎩
G GG G
G G G GG G  . 
Перепишем эту систему уравнений в скалярном виде для случая  
maxF F= . При этом должно выполняться условие  1 2a a a= = . 
1 .max
1 1
2 max .max
2 1 2
.max 1
0
0
тр
тр
тр
m a F
m g N
m a F F
m g N N
F kN
⎧ =⎪ = −⎪⎪ = −⎨⎪ = + −⎪⎪ =⎩
. 
Решая эту систему уравнений, получим: ( )max 1 2 17,64F k m m g= + =  Н. 
 
ЗАДАЧА 12.  Над горизонтальным столом, касаясь его нижним кон-
цом, висит вертикально тонкий однородный шнур массы 0m , длины 0A . 
Верхний конец шнура освобождают. Найти силу давления шнура на стол в 
процессе падения как функцию длины уже лежащей на столе части шнура 
и как функцию времени. 
 
                                                 АНАЛИЗ 
 
Пока шнур висит, на каждый его элемент длины 
действуют сила тяжести и силы натяжения нити со стороны 
соседних элементов. Силы натяжения нити возникли в 
результате деформации шнура под действием гравитационных 
сил и внешней силы, удерживающей шнур. Т. е., шнур будет 
находиться в натянутом состоянии. 
1T
G
 
2T
G
 mg∆ G  
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Если освободить шнур и не препятствовать ему при перемещении, то во 
время свободного падения шнур будет находиться в состоянии невесомости. 
Под действием гравитационных сил все элементы шнура будут иметь одно и то 
же ускорение gG   и одну и ту же скорость для данного момента времени. Отно-
сительного перемещения  элементов шнура не будет, т. е. не будет деформации 
шнура и, как следствие, не будет сил натяжения. Поэтому шнур можно пред-
ставить как систему соприкасающихся, но не взаимодействующих между со-
бой, отдельных элементов. 
Теперь рассмотрим процесс взаимодействия падающего шнура с поверх-
ностью стола. Если предположить, что шнур мягкий, то деформация, возник-
шая в соприкасающейся с поверхностью стола части падающего шнура, не вы-
зовет появление сил натяжения и не приведет к изменению скорости  падающей 
части шнура. Иными словами, шнур  можно по-прежнему представить  в виде 
непрерывной цепочки  соприкасающихся, но не взаимодействующих между со-
бой элементов. В процессе соприкосновения со столом каждый элемент шнура 
полностью теряет свою скорость. Удар такого элемента о стол можно считать 
абсолютно неупругим. По изменению импульса этого элемента  можно опреде-
лить силу действия стола на данный элемент. Согласно третьему закону Нью-
тона, эта сила  будет равна силе, с которой данный элемент давит на стол. Кро-
ме этой силы давления, на стол будет также давить уже лежащая часть шнура. 
Т. о., полная сила давления F
G
 будет складываться из силы давления оче-
редного падающего элемента шнура f
G
 и силы давления лежащей к этому мо-
менту времени  части шнура, равной силе тяжести этой части mgG : 
F f mg= +GG G . 
Для определения силы f
G
 необходимо определить импульс, который эле-
мент шнура приобретает в момент его соприкосновения со столом. 
 Рассмотрим некоторый произвольный момент времени  t . Начало от-
счета времени свяжем с началом движения шнура. За время  t  шнур перемес-
тится вниз на расстояние  
2
2
gty = . Все элементы 
шнура, находящиеся в этот момент времени в 
воздухе, будут иметь одну и ту же скорость  
v 2gt gy= = . Эту же скорость будет иметь и эле-
мент шнура, непосредственно контактирующий в 
этот момент времени со столом. 
За малый промежуток времени  dt , в тече-
ние которого можно пренебречь изменением ско-
рости всех элементов шнура, шнур передвинется 
вниз еще на расстояние  dy . Эту величину можно 
взять в качестве длины рассматриваемого эле-
мента шнура: d dy=A .  
0 
y 
y 
dy 
y 
A  
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В результате взаимодействия со столом у рассматриваемого элемента шнура за 
время dt  происходит изменение импульса от vначp dm= ⋅G G  до 0конp =G :  
 vкон начdp p p dm= − = − ⋅G G G G , 
где  dm  – масса данного элемента шнура. 
Сила, с которой на рассматриваемый элемент подействовал стол, равна 
dpf
dt
′ =
GG
. 
Сила давления данного элемента на стол, очевидно, равна 
vdp dmf f
dt dt
⋅′= − = − =
G GG G
. 
РЕШЕНИЕ 
Перепишем в скалярном виде уравнение для определения силы давления 
элемента шнура на стол  (в проекции на ось OY): 
vdp dmf
dt dt
⋅= − = . 
Масса элемента шнура равна dm dyλ= , где  0
0
mλ = A  – линейная плотность 
шнура. 
Учитывая полученное ранее выражение для скорости элемента, придем к  
следующему выражению для силы давления: 
00
0 0
2v m dy gym dyf
dt dt
= =A A . 
Но  dy
dt
 – это скорость любого, в том числе и нашего, элемента шнура. 
Учитывая это, получим 
0 0
0 0
v 2 2m gy m gyf = =A A . 
Здесь, как и ранее,  y – расстояние, которое проходит верхний конец шну-
ра за время  t. Такое же расстояние за это же время проходит элемент шнура, 
взаимодействующий со столом, и такой же длины часть шнура будет находить-
ся к этому моменту времени на столе. Т. о., полная сила давления шнура на 
стол в процессе падения будет равна 
0 0 0
0 0 0
2 3m gy m gy m gyF f mg= + = + =A A A . 
Как видно, полная сила давления шнура на стол в процессе его падения 
всегда втрое больше силы тяжести той части шнура, которая к этому моменту 
времени лежит  на столе. 
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Используя кинематическое уравнение движения элемента шнура  
2
2
gty = , 
можно найти выражение для силы давления шнура в процессе падения как 
функцию от времени 
2 2
0 0
0 0
3 3
2
m gy m g tF = =A A . 
Видно, что в процессе падения шнура сила давления его на стол растет 
пропорционально квадрату времени падения. 
 
ЗАДАЧА 13.  На тело массы  m , лежащее на гладкой горизонтальной 
плоскости, в момент 0t =  начала действовать сила, зависящая от времени 
как  F kt= , где k  – постоянная. Направление этой силы все время состав-
ляет угол α  с горизонтом.  Найти:  а) скорость тела в момент отрыва от 
плоскости; б) путь, пройденный телом к этому моменту. 
АНАЛИЗ 
Как  видно из рисунка, на тело дей-
ствуют три силы: сила тяжести  mgG , внеш-
няя сила  F
G
  и  нормальная сила реакции 
опоры  N
G
. Две из них непрерывно меняют-
ся со временем: внешняя сила и сила реак-
ции опоры  (по крайней мере, до тех пор, 
пока тело движется по горизонтальной по-
верхности). 
Очевидно, уравнение движения дан-
ного тела имеет следующий вид: 
vdm F mg N
dt
= + +
G G GG . 
В задаче необходимо определить кинематические параметры движения 
тела: скорость тела в момент отрыва от поверхности и путь, пройденный до 
точки отрыва. Для этого необходимо решить полученное дифференциальное 
уравнение путем интегрирования. В данном случае можно применить метод 
разделения переменных. Для этого перепишем уравнение движения тела в ска-
лярном виде. 
Проведем ось OX вдоль горизонтальной поверхности, ось OY – перпен-
дикулярно ей. Начало координат совместим с точкой начала движения тела. 
Проектируя на эти оси векторное уравнение движения тела, получим следую-
щую систему уравнений: 
0 sin
v cos
F N mg
dm F
dt
α
α
= + −⎧⎪⎨ =⎪⎩
. 
α  
F
G
 N
G
 
mgG  
x
y  
o  
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Скорость тела как функцию от времени можно определить из второго 
уравнения системы. Для этого в дифференциальном уравнении произведем раз-
деление переменных  путем умножения обеих частей уравнения на dt . Проин-
тегрировав  полученное  уравнение, придем к выражению для скорости тела как 
функции от времени: 
1v cosF dt C
m
α= ⋅ +∫ . 
Постоянную интегрирования C  можно определить из начальных условий. 
В момент времени 0t =  скорость тела равна нулю. Повторно интегрируя, най-
дем зависимость координаты тела от времени. Так как мы  связали начало ко-
ординат с точкой начала движения тела и тело двигалось по прямой линии, то 
текущая координата тела будет равна пройденному к тому моменту времени 
пути, т. е. x s= . 
РЕШЕНИЕ 
Выражение для скорости получим, интегрируя уравнение движения: 
21 cos cosv = v cos
2
kd F dt kt dt t C
m m m
α αα ⋅= ⋅ = ⋅ = ⋅ +∫ ∫ ∫ .                                  
В начальный момент времени 0t =  скорость тела была равна нулю. 
Следовательно,  0C = . 
Т. о., зависимость скорости от времени имеет следующий вид: 
2cosv
2
k t
m
α⋅= ⋅ . 
Для определения значения скорости тела в момент отрыва его от плоско-
сти необходимо определить время движения тела до этой точки. Обратимся к 
первому уравнению системы уравнений движения: 
0 sinF N mgα= + − . 
В момент отрыва сила реакции опоры равна нулю. Следовательно, 
sinF mgα =  
или                 
0 sinkt mgα = . 
Т. о., время движения тела по горизонтальной поверхности равно 
0 sin
mgt
k α= ⋅ . 
Отсюда скорость тела в момент отрыва равна 
2
2
cosv
2 sin
mg
k
α
α= . 
Зная выражение для скорости как функции от времени, можно, повторно 
интегрируя, найти закон   движения тела по горизонтальной поверхности: 
2 3cos cosv
2 6
k kx dt t dt t C
m m
α α= = ⋅ = ⋅ +∫ ∫ . 
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В момент времени 0t =  начальная координата тела равна нулю (так мы 
выбрали начало координат), следовательно, постоянная интегрирования C рав-
на нулю. Т. к. движение прямолинейное и направление движения не менялось 
со временем, то в выбранной системе координат координата тела в момент от-
рыва будет равна пройденному пути. Следовательно: 
2 3
2 3
cos
6 sin
m gs
k
α
α= . 
  
ЗАДАЧА 14.  Катер массы m  движется по озеру со скоростью 0v . В 
момент 0t =  выключили его двигатель. Считая силу сопротивления про-
порциональной скорости катера, F rv= −G G , найти: а) время движения катера 
с выключенным двигателем; б) скорость катера в зависимости от пути, 
пройденного с выключенным двигателем, а также полный путь до оста-
новки. 
АНАЛИЗ   И  РЕШЕНИЕ 
После выключения двигателя на катер действуют три силы: сила тяжести 
mgG , сила реакции опоры (сила Архимеда) NG  и сила трения трF
G
. Уравнение дви-
жения катера в векторной форме будет 
иметь следующий вид: 
тр
dvm mg N F
dt
= + +
G G GG . 
Перепишем уравнение движения с 
учетом того, что сила трения пропорцио-
нальна скорости. 
v vdm mg N r
dt
= + −
G GG G . 
Спроектируем это уравнение на ось OX, которую направим вдоль линии 
движения катера:  
v vdm r
dt
= − . 
Решим полученное дифференциальное уравнение, предварительно разде-
лив переменные: 
v
v
d r dt
m
= − . 
После интегрирования придем к следующему соотношению: 
1ln v
r t C
m
= − + . 
Считая, что в момент времени  t = 0 скорость катера  0v v= , определим 
постоянную интегрирования  1C :  
mgG  
N
G
 
трF
G
 
x
y  
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1 0ln vC = . 
Следовательно,     
0ln v ln v
r t
m
= − . 
Потенцируя это соотношение, получим окончательное выражение для 
скорости катера: 
0v v exp
r t
m
⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
Т. о., скорость катера убывает по экспоненциальному закону. Из этого же 
выражения видно, что до полной остановки катера должно пройти бесконечно 
большое время. Такой вывод связан с тем обстоятельством, что мы рассматри-
вали идеализированное движение, в котором учитывалось действие только од-
ной силы трения вдоль горизонтальной оси. Но при уменьшении скорости эта 
сила становится достаточно малой и в какой-то момент перестает быть опреде-
ляющей силой движения. 
Мы нашли скорость катера как функцию от времени. Попробуем теперь 
найти скорость как функцию от координаты. Вернемся еще раз к уравнению 
движения: 
v vd r
dt m
= − . 
Преобразуем уравнение, используя соотношение  v dx
dt
= . После замены 
переменных получим: 
v rd dx
m
= − . 
Интегрирование этого уравнения дает следующее выражение: 
2v
r x C
m
= − + . 
Постоянную интегрирования  2C  легко определить из начальных условий. 
При 0t =  катер имел скорость  равную 0v  и находился в начале координат, т. е. 
0 0x = . Следовательно,  постоянная интегрирования 2C  равна 0v . 
Учтем, что движение катера с момента выключения двигателя до его ос-
тановки было прямолинейным и направленным в одну сторону. Отсюда сле-
дует, с учетом выбора начала координат, что пройденное катером расстояние s  
за какое-то время  t  равно координате катера в этот же момент времени, т. е.,  
       s x= . 
Теперь запишем окончательное выражение для зависимости скорости ка-
тера от пройденного им пути: 
0v v
r s
m
= − . 
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В момент остановки катера его скорость равна нулю. Следовательно, 
полный путь, пройденный катером с момента выключения двигателя до его ос-
тановки, равен: 
0v
полн
ms
r
= . 
 
ЗАДАЧА 15.  Пуля, пробив доску толщиной h, изменила свою ско-
рость от  0v   до  1v .  Найти время движения пули в доске, считая силу со-
противления пропорциональной квадрату скорости. 
 
АНАЛИЗ       И        РЕШЕНИЕ 
Время движения пули в доске и толщина 
доски настолько малы, что можно пренебречь 
влиянием силы тяжести на траекторию пули в 
доске и считать ее прямолинейной. Уравнение 
движения пули в проекции на направление 
скорости будет иметь следующий вид: 
v
сопр
dm F
dt
= −  ,  или             2v vdm k
dt
= − . 
После разделения переменных имеем: 
2
v
v
d k dt
m
= − . 
Интегрируя обе части уравнения, получим: 
1
1
v
k t C
m
− = − + . 
Постоянную интегрирования 1C  можно определить из начальных усло-
вий: при 0t =  скорость пули  0v v= . Т. о., скорость пули меняется по закону 
0
0
vv
v
m
k t m
= + . 
Отсюда       
0
1
0 0
vv
v
m
k t m
= + , 
где:  0t – время движения пули в доске, 1v – скорость пули на выходе из доски.                     
К сожалению, определить время движения пули в доске из этой формулы 
пока невозможно, т. к. в эту формулу входят неизвестные параметры  m  и k . 
Необходимо получить еще одно уравнение, куда бы входили эти неизвестные. 
Попробуем найти закон движения пули в доске. Воспользуемся для этого 
соотношением  vdx dt= .  Интегрируя это соотношение, получим: 
сопрF
G
vG  
h  
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( )0 0 0 2
0 0
v vv ln v
v v
m mdx dt dt k t m C
k t m k
= = = + ++∫ ∫ ∫ , 
или              
( )0 2ln vmx k t m Ck= + + . 
Постоянную интегрирования 2C  найдем из начальных условий: при 0t =  
координата пули 0x = . Начало координат выбрано в точке начала движения 
пули в доске. Следовательно,          
2 ln
mC m
k
= − . 
Т. о., кинематическое уравнение движения пули в доске имеет следую-
щий вид: 
0vlnm k t mx
k m
+= . 
В момент времени 0t t=  координата пули  x h= . Следовательно: 
0 0vlnm k t mh
k m
+= . 
Теперь составим систему уравнений для нахождения времени движения 
пули в доске: 
0 0
0
1
0 0
vln
vv
v
m k t mh
k m
m
k t m
+⎧ =⎪⎪⎨⎪ = +⎪⎩
. 
Решая эту систему уравнений, получим: ( )0 1
0
0
0 1
1
v v
vv v ln
v
h
t
−= . 
 
ЗАДАЧА 16.  Небольшую шайбу положили на наклонную плоскость, 
составляющую угол α с горизонтом. Коэффициент трения между шайбой и 
наклонной плоскостью равен µ = tg α. К шайбе прикреплена нить, прохо-
дящая через небольшое отверстие в наклонной плоскости. Нить очень 
медленно подтягивают так, что в любой момент времени можно считать, 
что шайба находится в почти статическом равновесии. Определить 
траекторию шайбы. 
 
АНАЛИЗ 
По условию задачи векторная сумма сил, действующих на шайбу, в лю-
бой момент времени равна нулю. Это означает, что и скорость, и ускорение 
шайбы в любой момент времени также равны нулю. К сожалению, данное 
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обстоятельство делает невозможным 
использование стандартной методики 
определения кинематического закона 
движения шайбы путем решения 
дифференциального уравнения (урав-
нения движения), следующего из вто-
рого закона Ньютона. Но уравнение 
кривой можно получить, используя 
геометрический смысл производной как тангенса угла наклона касательной к 
кривой.  
Ясно, что траекторией шайбы будет некая кривая на наклонной поверх-
ности. Но в то же время ее можно представить как ломанную кривую, постро-
енную путем последовательных малых прямолинейных перемещений вдоль 
касательных к истинной кривой.  
Рассмотрим силы, действую-
щие на шайбу вдоль наклонной 
плоскости. Это сила натяжения нити 
T
G
, сила трения трF
G
(сила трения 
скольжения, т. к. шайба, хоть и 
очень медленно, но перемещается 
вдоль наклонной плоскости) и со-
ставляющая силы тяжести 
sinmg eα ⋅ G  (eG – орт, направленный в сторону кратчайшего спуска по наклонной 
плоскости). Элементарное перемещение будет определяться результирующей 
силой  
sinF T mg eα= + ⋅G G G . 
Сила трения всегда направлена противоположно движению, поэтому она не 
влияет на направление перемещения шайбы. Заметим, что хотя  условие стати-
ческого равновесия требует равенства силы трения и результирующей силы F
G
, 
все-таки сила трения на бесконечно малую величину меньше результирующей 
силы F
G
. Иначе не было бы перемещения.  
Таким образом, направление результирующей силы F
G
 будет совпадать с 
направлением элементарного перемещения шайбы, т. е. с направлением каса-
тельной к траектории шайбы. Отсюда, используя геометрический смысл произ-
водной, получим дифференциальное уравнение, связывающее координаты точ-
ки траектории и проекции результирующей силы F
G
 на координатные оси: 
y
x
Fdy
dx F
= . 
 
РЕШЕНИЕ 
 
α 
α T
GтрF
G
 
sinmg eα ⋅ G  
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Для определения результирующей силы F воспользуемся теоремой 
косинусов: 
( )2 2 2 2 2sin 2 sin cosF m g T Tmgα α π ϕ= + − − =
2 2 2 2sin 2 sin cosm g T Tmgα α ϕ= + + , 
где ϕ  – угол между силами sinmg eα ⋅ G  
и T
G
 (см. рисунок). 
Учтем, что по модулю результи-
рующая сила F
G
 равна силе трения трF
G
. 
Следовательно, 
2 2 2 2 2sin 2 sin cosтрF m g T Tmgα α ϕ= + + . 
В свою очередь, сила трения трF  равна  
cos sinтрF N tg mg mgµ α α α= = ⋅ = , 
здесь: µ – коэффициент трения ( )tgµ α= , N – сила реакции опоры 
( )cosN mg α= . 
Таким образом: 
2 2 2 2 2 2 2sin sin 2 sin cosm g m g T Tmgα α α ϕ= + + , 
или ( )2 sin cos 0T T mg α ϕ+ = . 
Видно, что уравнение имеет два решения: 
1. 0T = , 
2. 2 sin cosT mg α ϕ= − . 
Если шайба находится выше отверстия 0
2
πϕ⎛ ⎞≤ ≤⎜ ⎟⎝ ⎠ , то второе решение не 
имеет физического смысла, т. к. сила натяжения нити T становится отрицатель-
ной. Следовательно, если шайба находится выше отверстия, то сила натяжения 
нити равна нулю (первое решение). Заметим, что все-таки сила натяжения нити 
должна отличаться от нуля на бесконечно малую величину. В противном слу-
чае, шайба не смогла бы перемещаться вдоль наклонной плоскости.  
Таким образом, на участке АВ траектория шайбы представляет собой 
прямую линию (см. рисунок). Шайба перемещается вдоль направления дейст-
вия составляющей силы тяжести sinmg eα ⋅ G .   
Если же шайба находится ниже отверстия 
2
π ϕ π⎛ ⎞≤ ≤⎜ ⎟⎝ ⎠ , то физический 
смысл имеет второе решение. Действительно, в этом случае 
cos 0ϕ ≤       и     2 sin cos 0T mg α ϕ= − ≥ . 
Для дальнейших вычислений имеет смысл перейти от угла φ к углу β  (β – 
угол между нитью и осью 0X, см. рисунок). Тогда 
A 
B 
C 
0 X 
Y 
β  
φ 
r 
трF
G
 
T
G
 
sinmg eα ⋅ G  
F
G
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2
πϕ β= + ,  cos cos sin
2
πϕ β β⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟⎝ ⎠  
и, следовательно, 
2 sin cos 2 sin sinT mg mgα ϕ α β= − = . 
Перейдем  теперь к уравнению траектории 
y
x
Fdy
dx F
= . 
Учтем, что проекция результирующей силы F
G
 на ось 0X отрицательна (см. ри-
сунок). Таким образом,  
2 2sin sin 2 sin sin sin 2sin 1
cos 2 sin sin cos 2sin cos
dy mg T mg mg
dx T mg
α β α β α β
β α β β β β
− − −= − = = . 
Очевидно, что шайба будет двигаться по криволинейной траектории. В 
этом случае удобно использовать полярные координаты (r, β). Пусть начало по-
лярных координат (полюс) совпадает с началом декартовых координат (т. е. с 
отверстием на наклонной плоскости, см. рисунок). Полярную ось совместим с 
осью 0X. Угол β будем отсчитывать от горизонтали вниз (т. е. по часовой 
стрелке).  
Теперь воспользуемся связью между декартовыми и полярными коорди-
натами 
cos ,
sin ,
x r
y r
β
β
=
=           
cos sin ,
sin cos ,
dx dr r d
dy dr r d
β β β
β β β
= − ⋅
= + ⋅  
здесь  r – полярный радиус. 
Вернемся к уравнению траектории 
2sin cos 2sin 1
cos sin 2sin cos
dy dr r d
dx dr r d
β β β β
β β β β β
+ ⋅ −= =− ⋅ , 
2 2
2 3
2sin cos 2 cos sin
2sin cos 2 sin cos sin ,
dr r d
dr r d dr r d
β β β β β
β β β β β β β
⋅ + ⋅ =
= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅  
( )2 32 cos sin 2 sin sin cos ,r r r d drβ β β β β β+ − = − ⋅  
( )2 2sin 2cos 2sin 1 cos ,r d drβ β β β β+ − = − ⋅  
sin cos ,r d dβ β β β⋅ = − ⋅  
sin .
cos
dr d
r
β ββ= −  
Вычисляя интеграл, получим 
ln ln cos ln ,r Cβ= +  
или 
cosr C β= . 
Это уравнение окружности в полярной системе координат, когда ее центр 
лежит на полярной оси и окружность проходит через полюс  
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2 cosr R β= , 
где R – радиус окружности. В данном случае 2R = 0B. 
Таким образом, траектория шайбы ниже отверстия представляет собой 
полуокружность с центром в точке x = 0B/2, y = 0.  
Отметим, что и при использовании декартовых координат на наклонной 
плоскости удается разделить переменные в уравнении траектории. Рекоменду-
ем провести вычисления самим. 
 
 
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
Вариант 1 
1. Груз висит на стальной проволоке, которая выдерживает силу натяжения 
6 кН. При подъеме груза массой 0,5 т за время 0,5 с от начала движения ско-
рость возросла до 0,8 м/с. Определить силу натяжения проволоки, а также с ка-
ким максимальным ускорением можно поднимать груз, чтобы проволока не ра-
зорвалась? 
2. Два тела с массами m1 и m2, связанные упругой невесомой нерастяжимой ни-
тью, лежат на горизонтальной поверхности. Коэффициент трения между телами 
и поверхностью µ. К первому телу приложена сила F, направленная под углом 
α  < 90° к горизонту. Чему равны ускорения тел и сила натяжения нити, их свя-
зывающей? Изменится ли сила натяжения нити, если силу приложить ко вто-
рому телу? 
3. Наклонная плоскость, образующая угол α = 25° с плоскостью горизонта, 
имеет длину L = 2 м. Тело, двигаясь равноускоренно, соскользнуло с этой плос-
кости за время t = 2 c. Определить коэффициент трения тела о плоскость. 
4. Санки массой 5 кг в течение 5 с тянули горизонтально с силой 20 Н. Коэф-
фициент трения между санками и дорогой 0,3. Определить расстояние, которое 
пройдут санки до полной остановки. 
5. За какое время тяжелое тело спустится с вершины наклонной плоскости вы-
сотой 2 м и углом наклона 45°, если предельный угол, при котором тело может 
находиться на наклонной плоскости в покое, равен 30°? 
6. На столе стоит тележка массой m1 = 4 кг. К тележке привязан один конец 
шнура, перекинутого через блок. С каким ускорением будет двигаться тележка, 
если к другому концу шнура привязать гирю массой m2 = 1 кг? 
7. На гладком столе лежит брусок массой m = 4 кг. К бруску привязаны два 
шнура, перекинутые через неподвижные блоки, прикрепленные к  противопо-
ложным краям стола. К концам шнуров подвешены гири, массы которых 
m1 = 1 кг и m2 = 2 кг. Найти ускорение, с которым движется брусок, и силу на-
тяжения каждого из шнуров. Массой блоков и трением пренебречь. 
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8. На концах нити, перекинутой через блок, висят две гири разной массы. В на-
чальный момент времени они находятся на одинаковой высоте. Через t = 2 с 
расстояние между ними по высоте равно h = 1,2 м. Масса большей гири 
m1 = 0,2 кг. Блок и нить считать невесомыми. Определить массу меньшей гири; 
натяжение нити; силу давления на ось блока. 
9. На горизонтальной плоскости с коэффициентом трения µ лежит тело массы 
m. В момент времени t = 0 к нему приложили горизонтальную силу, зависящую 
от времени как tbF
GG = , где bG  – постоянный вектор. Найти путь, пройденный те-
лом за первые t секунд действия этой силы. 
10. Автомобиль трогается с места стоянки и движется под действием постоян-
ной силы тяги мотора F0. Считая, что общая сила сопротивления пропорцио-
нальна скорости ( vF α−= , где α – постоянная), определить зависимость скоро-
сти автомобиля от времени и предельную скорость автомобиля. 
 
Вариант 2 
1. Санки можно удержать на ледяной горке с уклоном 0,2 силой, не меньшей 
49 Н. Чтобы тянуть санки в горку равномерно, силу тяги надо увеличить на 
9,8 Н. С каким ускорением будут двигаться санки, если их предоставить самим 
себе? 
2. Шайбу положили на наклонную плоскость и сообщили направленную вверх 
начальную скорость v0. Коэффициент трения между шайбой и плоскостью ра-
вен µ. При каком значении угла наклона α шайба пройдет вверх по плоскости 
наименьшее расстояние? Чему оно равно? 
3. Скользящие с горы санки за время t прошли путь L. Скорость санок за это 
время возросла в три раза. Определить коэффициент трения, если угол наклона 
горы равен α. 
4. На горизонтальной поверхности находится брусок массой m1 = 2 кг. Коэф-
фициент трения µ1 бруска о поверхность равен 0,2. На бруске находится другой 
брусок массой m2 = 8 кг. Коэффициент трения µ2 верхнего бруска о нижний ра-
вен 0,3. К верхнему бруску приложена сила F. Определить: 1) значение силы F1, 
при котором начнется совместное скольжение брусков по поверхности; 
2) значение силы F2, при котором верхний брусок начнет проскальзывать отно-
сительно нижнего. 
5. Легкая нить переброшена через два неподвижных и один 
подвижный блок. На концах нити висят грузы массами m и 3m, 
а к оси подвижного блока подвешена гиря массой 2m. Опреде-
лите ускорение грузов. 
6. Через невесомый блок перекинута веревка, к концам которой 
прикреплены грузы массами m1 = 100 г, m2 = 200 г. Блок движется вверх с ус-
корением а = 2 м/с2. Пренебрегая трением, определите ускорения грузов отно-
сительно земли; силу давления на ось блока. 
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7. Через блок переброшена легкая нить, на одном конце которой укреплен гру-
зик массой 2 m. По другую сторону блока, на расстоянии L от второго конца 
нити, на нить надета бусинка массой m. Между нитью и бусинкой действует 
сила трения, равная 0,5 mg. Предоставленная самой себе система приходит в 
ускоренное движение. Через сколько времени бусинка достигнет конца нити? 
8. На гладкой горизонтальной плоскости лежит доска массы m1 и на ней брусок 
массы m2. К бруску приложили горизонтальную силу, увеличивающуюся со 
временем по закону F = αt, где α – постоянная. Найти зависимости от времени 
ускорений доски а1 и бруска а2, если коэффициент трения между доской и бру-
ском равен µ. 
9. Шарик массой m помещен в высокий сосуд с некоторой жидкостью и отпу-
щен без толчка. Плотность жидкости в n раз меньше плотности шарика. При 
движении шарика возникает сила сопротивления среды, пропорциональная 
скорости движения: kvF −= . Определить зависимость скорости шарика от 
времени. 
10. Моторная лодка массой m = 200 кг двигалась по озеру со скоростью 
v = 20 м/с. После выключения мотора лодка прошла путь s = 40 м и останови-
лась. Считая силу сопротивления воды движению лодки пропорциональной 
квадрату скорости, определить зависимость скорости лодки и пройденного ею 
пути от времени после выключения мотора; коэффициент пропорциональности 
между силой сопротивления и квадратом скорости; время движения лодки с 
выключенным мотором. 
Вариант 3 
1. На горизонтальной плоскости лежат пять связанных нитью грузов массой m 
каждый. На нити, прикрепленной к этим грузам и перекинутой через блок, 
подвешен груз массой 2 m. Коэффициент трения скольжения между 
плоскостью и грузами µ = 0,1. Определите ускорения грузов; силу натяжения 
нити Т1, действующую на груз, наиболее удаленный от блока; во сколько раз 
сила натяжения нити Т2 между двумя ближайшими к блоку грузами больше 
силы Т1? 2. На наклонной плоскости с углом при основа-
нии α находится доска массой М и на ней брусок мас-
сой m < M. Коэффициенты трения между плоскостью 
и доской, доской и бруском равны соответственно µ и 
2µ. Определите ускорения тел. При каком отношении 
масс тела будут находиться в равновесии? 
3. Небольшое тело пустили снизу вверх по наклонной плоскости, состав-
ляющей угол α с горизонтом. Время спуска тела оказалось в n раз больше вре-
мени подъема. Чему равен коэффициент трения ? 
4. Вверх по наклонной плоскости с углом наклона α тянут с ускорением 
aG  однородную веревку длиной L массой m. Коэффициент трения между верев-
α  
m 
2µ
µ
M  
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кой и плоскостью равен µ. Какое натяжение испыты-
вает веревка в сечении, находящемся на расстоянии х 
от ее верхнего конца? Как будет изменяться это натя-
жение в зависимости от угла α? 
5. На концах веревки длиной 12 м и массой 6 кг 
укреплены два груза, массы которых равны 2 и 12 кг. 
Веревка переброшена через неподвижный блок и начинает скользить по нему 
без трения. Какое натяжение испытывает середина веревки в тот момент, когда 
длина ее по одну сторону блока достигнет 8 м? 
6. На горизонтальной доске стоят два одинаковых кубика массой М каж-
дый. Между кубиками вставляют идеально гладкий клин массой m с углом при 
вершине 2α. С каким ускорением будут двигаться кубики, если коэффициент 
трения между кубиками и доской равен µ? 
7. Тяжелое тело находится на вершине наклонной плоскости на грани 
скольжения. За какое время тело спустится с наклонной плоскости, если она 
станет двигаться в горизонтальном направлении с ускорением а = 0,5 м/с2? 
Длина наклонной плоскости L = 1 м, угол ее наклона к горизонту равен α = 30°. 
8. Шнур длиной L, положенный на горизонтальную доску, пропущен одним 
концом в отверстие, просверленное в доске, так, что свешивающаяся часть 
шнура имеет длину L0. В начальный момент времени шнур отпускают, и он на-
чинает скользить по доске. Найти, с какой скоростью соскользнет с доски конец 
шнура, а также зависимость от времени длины свисающего с доски отрезка 
шнура. 
9. На покоившуюся частицу массы m в момент t = 0 начала действовать сила, 
зависящая от времени по закону )t(tbF −τ= GG , где bG  – постоянный вектор, τ –
 время, в течение которого действует данная сила. Найти импульс частицы по-
сле окончания действия силы, а также путь, пройденный частицей за время 
действия силы. 
10. Небольшой брусок начинает скользить по наклонной плоскости, состав-
ляющей угол α с горизонтом. Коэффициент трения зависит от пройденного пу-
ти х по закону xγ=µ , где γ – постоянная. Найти путь, пройденный бруском до 
остановки, и максимальную скорость его на этом пути. 
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ОТВЕТЫ 
Вариант 1 
1. 5,7 кН; 2,19 м/с2. 2. 
21
21
mm
g)mm()sin(cosFa +
+µ−αµ+α= ; )ga(mT 2 µ+= . 
3. 0,35. 4. 17,5 м. 5. 1,4 с 6. 1,96 м/с2. 7. 1,4 м/с2; 11,2 Н; 16,8 Н. 8. 0,188 кг; 1,9 Н; 
3,8 Н. 9. 
3
b
mgt
m6
bs ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ µ−= , при 
b
mgt µ≥ ; s = 0, при 
b
mgt µ≤ . 
10. ( )m/t0 e1Fv α−−α= ; α= 0пр Fv . 
Вариант 2 
1. 1,78 м/с2. 2. tgα = 1/µ; 220 1g/vL µ+= . 3. α−α=µ cosgt
Ltg 2 . 4. 19,6 Н; 
39,2 Н. 5. а1 = а2 = 0,2g; a3 = 0,6g. 6. 6mm
)ag)(mm(aa
21
12
1 =+
+−+=  м/с2; 
2
mm
)ag)(mm(aa
21
12
2 −=+
+−−=  м/с2; 14,3
)mm(
)ag(mm4F
21
21 =+
+=  Н. 7. )g5/(L8 . 
8. )mm/(taa 2121 +α== , при 1212 m/)mm(gmt α+µ≤ ; 121 m/gma µ= , 
( ) 222 m/gmta µ−α= , при 1212 m/)mm(gmt α+µ≥ . 9. ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −−= − m
kt
e1
kn
)1n(mgv . 
10. 
mrvt
mvv1 += ; ( )mrvtlnr
ms += ; 5
s
mr ==  кг/м; 2
vr
mt ==  с. 
Вариант 3 
1. ≈µ−= g
7
52a 2,1 м/с2; Т1 = 0,314 mg; Т2/Т1 = 4. 
2. 
mM
cos)Mm2(g2sing)mM(a +
α+µ−α⋅−= ; µ+α
µ−α=
4tg
2tg
M
m . 3. α+
−=µ tg
1n
1n
2
2
. 
4. )cosgsinga(m
L
xLT α⋅µ+α⋅+−= . 5. 59 Н. 6. g
ctgmM2ctgm
mM2ctgma 2 α⋅µ−+α⋅
µ−µ−α⋅= . 
7. 87,1
a
cosL2t =α⋅=  с. 8. ( ) L/LLgv 202 −= ; ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= t
L
gchLx 0 . 9. 6/bp
3τ= GG ; 
m12/bs 4τ= . 10.  αγ= tg)/2(s ; α⋅αγ= tgsin)/g(vmax . 
 
 
 
 
